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ABSTRACT

® The structural design has been one of the first fields of engineering
in needing powerful tools for analysis. The methods to asses that the
structure agrees with any of the design criteria (strength, stability,
vibrations, etc. ) are usually implemented in numerical applications
that, even under usual simplifications such as constant cross-section
or linearization, are computationally very demanding. Nevertheless,
with the current capacities hoth of analysis and of manufacturing and
the use of new materials, it is possible to propose problems like the
ones shown in this work, where the variation of the dimensions of
the cross-section of the beams of any 2D frame is determined so that
its strength to buckle is maximum. Classic solutions exist for isolated
beams, in some cases even analytical solutions. But for siructures
built of several beams, the problem is more complex and numerical
solutions are compulsory. The new formulation presented in this
work can deal with the optimization problem of frames in which the
geometrical shape of the profi le is found under restrictions such as
stability (no buckling), elastic behaviour (equivalent von Mises stress
below the yield stress), limited displacements, etc. With these aim,
equilibrium equations for each beam are established in its deformed
configuration, and using the hypothesis of small displacements and
small deformations (Second Order Theory) a system of differential
equations of variable coefficients is set. For its solution, numerical
techniques as quadratic sequential programming are employed.

® Keywords: optimization, critical load and buckling mode, variable
cross-section.

RESUMEN

El célculo y dimensio-
nado de estructuras fue una
de las primeras disciplinas
en demandar potentes he-
rramientas de calculo. Los
métodos para realizar las
necesarias ~ comprobacio-
nes sobre resistencia, es-
tabilidad, vibraciones, etc.
son muy exigentes desde el
punto de vista computacio-
nal y usualmente asumen
restrictivas simplificaciones
como perfiles de seccion
constante, linealizacion de
problemas no lineales, etc.
Sin embargo, con las ca-
pacidades actuales - tanto
de calculo como de fabri-
cacion - y el uso de nuevos
materiales, junto con ciertos
condicionantes estéticos, es
posible abordar problemas
como el que se presenta en
este articulo, donde se bus-
ca la variacion Optima del
canto de las barras de cual-
quier portico de manera que
se cumplan cuantos criterios
sean exigibles, entre ellos el
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de estabilidad, es decir, que
no aparezcan fenomenos de
pandeo.

Para barras aisladas
existen soluciones clasicas,
en algunos casos analiticas,
para la forma que debe tener
una barra comprimida de
manera que su resistencia
al pandeo sea méaxima. Pero
para estructuras de barras el
problema es mas complejo
y debe resolverse de forma
numérica. En este trabajo se
presenta una formulacién
novedosa para resolver el
problema de optimizacion de
poérticos teniendo en cuenta
los condicionantes no solo
de pandeo, sino cualquier
otro, como por ejemplo
tensiones admisibles,
desplazamientos limitados,
etc. Se seleccionan ciertos
pardmetros de disefio y se
formula matematicamente
el problema de optimizacion
para determinar qué valores
maximizan la carga de
pandeo del pdrtico sujeto a
las restricciones de disefio
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(material, tensiones, desplazamientos, etc.). Para ello,
se plantea el equilibrio de cada barra en su configuracion
deformada, bajo hipétesis de pequefios desplazamientos
y pequenas deformaciones (7eoria de Segundo Orden),
dando lugar a un sistema de ecuaciones diferenciales de
coeficientes variables que se resuelve numéricamente
mediante programacion cuadratica secuencial.

Palabras clave: optimizacion, carga critica y modo de
pandeo, inercia variable.

1. INTRODUCCION

El  comportamiento  mecanico de  elementos
comprimidos ha sido una fuente de aportaciones teoricas
y de resultados practicos de gran interés para la ingenieria
del que han surgido importantes areas como la estabilidad
estructural. El primer cientifico que se ocup6 de estudiar el
comportamiento resistente de un elemento prismatico fue
Galileo en su publicacion de 1638, donde trata de obtener
algunos resultados sobre la resistencia de una viga sometida
a cargas transversales: este problema, y, en particular, el
de determinacion de la elastica o deformada de la viga, es
conocido como el problema de Galileo.

Respecto al problema de pandeo, J. Benoulli (1705)
obtiene de manera precisa la ecuacion de la elastica basandose
en la hipotesis de Mariotte sobre la fibra neutra. Euler, en
1744, mediante su método de calculo de variaciones obtiene,
a partir de la sugerencia de D. Bernoulli, formula la ecuacion
diferencial de la elastica y obtiene también el valor de la
carga de pandeo. En 1757, obtiene de nuevo el valor de dicha
carga a partir de una simplificacion (ecuacion linealizada)
de la ecuacion diferencial de la elastica. En publicaciones
posteriores, considera el caso de piezas de seccion variable y
otros con carga axial distribuida a lo largo de la longitud de
la pieza. Al mismo tiempo se profundiza en distintas lineas
de trabajo. En 1770, Lagrange[20] estudia la ecuacion
linealizada de Euler e investiga el valor de las cargas de
pandeo superiores a la primera para la pieza biarticulada.
Asi mismo, se propuso hallar la forma que deberia tener
una columna de altura y volumen dados para que aguantase
la maxima compresion posible sin pandear, y establece
erroneamente que la mejor forma es un cilindro circular,
en otras palabras, que el éntasis no aumenta la resistencia.
Posteriormente, Clausen, en 1851, determina la pieza
optima frente al pandeo, la forma de columna mas estable
es aquélla donde la variacion de la seccion circular a lo largo
del fuste constituye una curva parecida a una cicloide[22]. En
relacion con este problema, hay multitud de publicaciones
de gran interés. Keller[7] y Tadjbakhsh[18], derivaron que
las formas geométricas optimas de la pieza mas resistente
frente al fendmeno de pandeo es una cuya seccion varia de la
misma forma que la determinada por Clausen, pero, en lugar
de secciones circulares, éstas son triangulos equilateros que
mantienen el paralelismo de los lados y con el baricentro en
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el eje de la pieza.

El trabajo de Keller ha despertado gran interés en el
area. Taylor[19] estudi6 el mismo problema usando un
enfoque energético, y presentd un limite inferior para el
maximo autovalor. Spillers y Levy[17] extendieron el
problema del pandeo de una columna al del disefio dptimo
de una placa frente a inestabilidades por flexion y mas
tarde al estudio del fendmeno de pérdida de estabilidad de
una cubierta cilindrica simétrica a lo largo de un eje[16].
Sin embargo, un inconveniente con todos estos trabajos es
que sus respectivos autores limitaron sus disefios 6ptimos a
s6lo una restriccion: un volumen constante. En la practica,
sin embargo, las restricciones impuestas por la resistencia
del material empleado o por los desplazamientos juegan un
papel igualmente importante.

Fu y Ren[4] retomaron los trabajos antes mencionados,
aunque agregando las restricciones de tensiones necesarias,
planteando asi el problema de minimizar el volumen de una
columna sujeta a una cierta carga mediante el ajuste de su
forma geométrica. El método que utilizaron para resolver este
problema fue el gradiente reducido generalizado, obteniendo
resultados muy favorables.

Existen también referencias muy recientes, que emplean
la teoria matematica del analisis funcional para obtener la
forma éptima frente a pandeo por torsion y/o flexion a partir
de las condiciones que establece el principio de Pontriyagin,
Atanackovic[1].

Como se ha podido comprobar, el campo de la
optimizacion estructural ha atraido la atencién de un gran
numero de investigadores desde hace tiempo. Hay numerosas
publicaciones recientes[3][6][8][11][14] donde se presentan,
en un marco multidisciplinar, distintas técnicas numéricas.
Sin embargo, en relacion al estudio de fenomenos de
inestabilidad, los trabajos en general se limitan al analisis
de barras y consideran muy pocas restricciones de disefio,
la de volumen y en el mejor de los casos se afiade la
comprobacion a resistencia. Por estos motivos, este trabajo
se ha centrado en optimizar porticos planos, con una funcion
objetivo planteada en términos de estabilidad y, en cuanto a
restricciones o condiciones de disefio, se pueden considerar
las mas habituales: volumen, tensiones y desplazamientos,
aunque se puede afiadir cualquier otra.

Por ultimo, indicar que el trabajo se ha organizado de la
manera siguiente: en primer lugar, tras esta introduccion, se
presenta el marco tedrico para caracterizar el comportamiento
no lineal de la barra y calcular la carga critica y el modo
de pandeo. A continuacion, se extiende la formulacion al
analisis de porticos planos, seguido de una breve descripcion
del problema y de la estrategia de optimizacion. En los dos
ultimos apartados, se presentan los resultados numéricos para
varios ejemplos y se resumen las principales conclusiones
obtenidas de este trabajo.

668 Dyna Noviembre 2010 © Viol. 85 n°8 @ 667 /675



Optimizacién global de pérticos 2d con barras de seccion variable

2. MODELO DE BARRA

Se parte, como es habitual en Resistencia de Materiales, de
las hipétesis basicas de pequenas deformaciones y pequefios
desplazamientos y del modelo de barra de Navier-Bernoulli,
con comportamiento del material de tipo elastico lineal. Asi
mismo, se adopta un estado proporcional de cargas, de tal
manera que todas las acciones sobre la estructura, excepto
el peso propio y la temperatura, se incrementan en igual
proporcion respecto a sus valores nominales, mediante el
factor de carga (\).

En base a estas hipotesis se presentan a continuacion las
ecuaciones de equilibrio, compatibilidad y comportamiento
para el elemento tipo barra objeto de estudio.

gy {s)

M(0) |

‘ S V(s) V+dy
: H % dH
H(s) E ﬁ 3—
J\.-

M(s)

A(s)

Figura 1: Equilibrio

2.1. COMPORTAMIENTO NO-LINEAL.
PREPANDEO

Se considera un sistema de referencia cartesiano
de orientacion fija para cada barra independiente de su
deformacion, sistema local de la barra denotado por (X,Y,Z).
Del equilibrio de fuerzas segtn los ¢jes (X,Y) y de momentos
segun Z en la configuracion deformada, resulta el siguiente
sistema de ecuaciones diferenciales en términos de los
pseudo-esfuerzos o esfuerzos de Piola-Kirchhoff [9]:

H'(s) +qx(s) =0
V/(s) +av (s) =0 M
AMs) — Hi\8(s) + Vish =10

L VeIV W L
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Las ecuaciones que relacionan los esfuerzos anteriormente
mencionados con los desplazamientos (#,v,0) de un punto de
la directriz de la barra son:

- N Alw . : o 1 “
I H(s) = EA(s) (u (s) 2{T1 i T_}I)

1 3{:3‘_} = il_';ﬁ_'.?j (2)
1 Adigl = EF.(g) 'r'rr.l‘i"i’ vae & T ‘|\"
L—'"\"";:‘—u:\sr \ W h{s:l"‘i —*2;/]

siendo E el modulo de Young del material, y A(s) el
momento de inercia y el area de cada seccion transversal de
la barra. Noétese que se incluye el efecto térmico, suponiendo
por simplicidad variacion lineal de la temperatura en el canto
h(s), entre y , siendo a el coeficiente de dilatacion térmica.

Finalmente, las ecuaciones anteriores, las de equilibrio (1)
junto con las ecuaciones de compatibilidad-comportamiento
(2), constituyen un sistema de ecuaciones diferenciales
lineales de coeficientes variables que en general no tiene
soluciéon matematica cerrada o explicita. No obstante, se
puede calcular la solucion numérica para cada caso concreto
analizado mediante distintas técnicas de analisis numérico.
Conocida la respuesta de cada barra, sera necesario
solamente exigir compatibilidad y equilibrio entre las barras
que constituyen la estructura para determinar la respuesta del
conjunto.

2.2. ECUACIONES DE ESTABILIDAD. PANDEO
GLOBAL

La solucion de las ecuaciones (1) y (2) para unas
determinadas condiciones de contorno en general es Unica.
Sin embargo, para el planteamiento de Teoria de Segundo
Orden adoptado, ciertos valores discretos de las cargas,
denominados cargas criticas, podria no ser asi. Significa
que puede producirse una respuesta distinta de la esperada
(solucidn estable o estado prepandeo), dando lugar a stbitos
desplazamientos de amplitud indeterminada. En esta
situacion la forma de la deformada se conoce como modo
de pandeo.

Para determinar la carga critica, un posible método[15] se
basa en introducir una pequefia perturbacion del equilibrio.
Consiste en suponer un desplazamiento transversal
infinitesimal Au respecto al estado estable. En esta nueva
situacion se deben seguir cumpliendo las ecuaciones (1)
y (2), de tal manera que las magnitudes incrementales en
desplazamientos (Au,Av,A8) y en esfuerzos (AH,AV,AM)
deben satisfacer las siguientes ecuaciones lineales, que se
conocen como ecuaciones de estabilidad:

L
donde las variables primadas indican derivada respecto f AH'(s)=0

de la coordenada espacial s, y donde se ha aproximado el ¢ AVis)1=0 3)

seno del angulo por el angulo y su coseno por la unidad en I AM'(s) — H{s)AB(s) — 8(s)AH(s) + AV(s) =0

base a la hipdtesis de pequefios desplazamientos. N
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AH(s) = EA(s)Au'(s)
Af(s) = Av'(s) “4)
AM(s) = EI.(s)A0'(s)

Estas ecuaciones, junto con las condiciones de contorno
asociadas al problema original con cargas exteriores nulas
son las que permiten determinar la carga critica. Desde el
punto de vista matematico consiste en obtener los autovalores
del problema de frontera definido por dichas ecuaciones (3)
y .

La deformada del poértico justo en el instante en el que
la carga alcanza el valor critico resulta indeterminada, vy,
por lo tanto, para calcular el modo de pandeo asociado,
lo que se hace es resolver las ecuaciones de estabilidad
(3) y (4) sustituyendo una de las ecuaciones de equilibrio
por una condicion adicional en desplazamientos, es decir,
imponiendo un valor arbitrario para uno de los grados de
libertad del portico objeto de analisis (de ahi la denominacion
de modo).

Para ello, y debido a que en las ecuaciones de estabilidad
intervienen magnitudes del estado estable o prepandeo, es
necesario resolver de forma simultanea las ecuaciones de
comportamiento mecanico de cada barra mas las ecuaciones
de compatibilidad y equilibrio de los nudos, que - junto
con las condiciones de contorno - constituyen un sistema de
ecuaciones diferenciales lineal de coeficientes variables cuya
solucion se puede encontrar mediante técnicas adecuadas.
Aunque para algunos casos, autores como Keller[7] presenten
soluciones analiticas basadas en el calculo de variaciones, en
el caso general son necesarios algoritmos numéricos como el
método del disparo no lineal, diferencias finitas o el método
de Rayleigh-Ritz[15].

La deformada obtenida de esta manera se puede escalar
o normalizar, atendiendo a alguna norma. Se recuerda
que para poder conocer la deformada real, y por tanto el
comportamiento post-pandeo, es necesario recurrir a modelos
matematicos mas complejos, que caen dentro de lo que se
conoce como feoria de “grandes desplazamientos”.

3. ANALISIS DE PORTICOS

En la seccion anterior se ha indicado el conjunto de
ecuaciones que describe el comportamiento no-lineal de
la barra aislada. En este apartado se describe el método de
analisis que permite determinar la respuesta del conjunto de
barras que forma el pdrtico objeto de estudio en cada caso
concreto. Para ello, se necesitan las condiciones de contorno
junto con las relaciones de equilibrio de fuerzas y momentos
en los nudos de unién de las distintas barras y las condiciones
de compatibilidad en desplazamientos y giros.

A diferencia de los métodos clésicos de andlisis, donde
en general se recurre a simplificaciones (planteamiento
matricial y linealizacion) y por ello es necesario emplear un
alto numero de elementos por barra para poder conseguir
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la precision suficiente, en este trabajo se ha empleado un
método de analisis directo y no aproximado: de esa manera
se consigue una mayor generalidad y un ahorro de computo
al no requerir mallados finos ni matriz de rigidez alguna.

3.1. EQUILIBRIO Y COMPATIBILIDAD

Siempre que se analizan estructuras compuestas por
mas de una barra, es necesario establecer un sistema de
referencia comun a todas las barras de la estructura, llamado
Sistema de referencia global (Xg, Yg, Zg). Seguidamente es
necesario discretizar la estructura/portico, es decir, dividirla
en un nimero adecuado de barras. Debido a la formulacion
empleada en este trabajo y en base a las hipotesis asumidas,
es suficiente con emplear un nimero de barras coincidente
con los tramos rectos entre nudos. Discretizaciones mas
finas llevan a igual solucidn final a pesar del mayor esfuerzo
computacional.

Configuracion deformada

}'\ Y,

—
—

_a'} i y
-

Figura 2: Orientacion inicial de lo barra

Configuracién inicial

Para pasar las magnitudes monodimensionales de cada
barra al sistema de referencia comun de toda la estructura,
se procede a realizar el correspondiente cambio de base en
funcién de la orientacion inicial de las barras, dada por el
angulo mediante las expresiones siguientes:

rel leosay —sineg, 01 [TH
| Vv | = |5i11ag, COS €, {]| - | Il (5)
I.J"{J (Xg¥g.Zg) I. 0 0 l.l I.‘L{J (X,¥,2Z)

Tras estas operaciones, s6lo resta imponer en cada uno de
los nudos de la estructura las correspondientes condiciones de
compatibilidad de desplazamientos y de equilibrio de fuerzas
y momentos. Este proceso, aunque sencillo, es de casuistica
muy variada dependiendo de las libertades consideradas en
cada nudo. En la aplicacion informatica desarrollada[3][8]
en MATLAB®[2][5] se ha conseguido sistematizar para que
una vez definidos los datos del problema (geometria, perfiles,
materiales, cargas, apoyos, libertades, etc.), se realice de
forma automatica sin la intervencion del usuario.
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3.2. CONDICIONES DE CONTORNO

Alavistadel orden del sistema de ecuaciones diferenciales
(1) y (2), es necesario imponer seis condiciones de contorno
por barra en desplazamientos y/o esfuerzos. Como es
sabido del Teorema de unicidad[21], en cada seccion donde
se impongan condiciones de contorno, si es conocido el
desplazamiento en una determinada direccion, el esfuerzo
en esa misma direccion sera una incognita del problema y
viceversa.

Para un problema plano, toda la casuistica posible relativa
a la imposicion de condiciones de contorno se puede resumir
como sigue, por ejemplo, en el extremo (s=L), relativas al
sistema de referencia local de la barra, se pueden expresar
como:

H(L) ky 0 0 u(L)
V(L) == |0 ko 0]|-]|o(L) (6)
ML) (Xg:YorZg) 0 0 ke B(L) (Xg¥guZg!

Esta representacion de las condiciones de contorno,
incluye, entre otras, las mas habituales: apoyo rigido, extremo
libre, apoyos semirrigidos, etc.

El siguiente paso sera resolver el conjunto de ecuaciones
((1)-(4)) de todas las barras de la estructura junto con las
condiciones de contorno correspondientes para determinar
el valor de la carga de pandeo.

4. OPTIMIZACION

El esfuerzo en este trabajo se ha enfocado hacia formular
un método numérico que permita dimensionar de forma
optima las dimensiones de la seccion transversal en ciertas
cotas de las barras que conforman un poértico. Para ello, entre
otras posibilidades, se ha planteado una funcion objetivo en
términos del factor de carga critico, sujeta a restricciones
relativas al estado tensional, desplazamientos, cantidad de
material utilizado, etc. Esto permite resolver problemas
condicionados por fendémenos de inestabilidad, al igual que
otros gobernados por el comportamiento a flexion. Tanto
la funcion objetivo, como las restricciones, en general son
no lineales, motivo por el que se ha elegido como técnica
de optimizacion un método de Programacion No Lineal,
concretamente el algoritmo de Programacion Cuadratica
Sucesiva (SQP, Sequential Quadratic Programming[10]
[12]) junto con la herramienta de computacion técnica
MATLAB®[2][5]. Ademas, el codigo de programacion se
ha desarrollado de forma que la eleccion de variables resulte
sencilla y versatil, con posibilidad de modificar la funcién
objetivo, y, por ultimo, de manera que sea muy simple tanto
eliminar como afiadir nuevas restricciones al problema.

4.1. VARIABLES DE DECISION. PARAMETROS
DE DISENO

Con animo de no complicar la exposicion del método
y buscando una facil visualizacion de los resultados, se

Articulo de Investigacion

TECNOLOGIA DE LA CONSTRUCCION

3305.32 INGENIERIA DE ESTRUCTURAS

plantea que la seccion transversal de las barras dependa de
un solo parametro v, que puede ser el radio si la seccion es
circular, el canto para seccion en doble T, etc. Este parametro
puede variar a lo largo de la coordenada espacial s de cada
barra #(s]. Se supone, sin pérdida de generalidad, un tipo
de variacion polindmica en funcion de un nimero finito de
parametros (a;), si bien es posible plantear cualquier otra
funcion:

Y ' T B y, o.M (7)
Fis) =y T 1S T U285 1T . T lps

Estas simplificaciones permiten ilustrar de forma clara
la metodologia y comparar algunos resultados con los
disponibles en la literatura[1]. Con este procedimiento
se valida el método (apartado 5.1) antes de extender su
aplicacion a casos de mayor interés (ejemplos 5.2 y 5.3). En
5.1 se busca la variacion optima del diametro de la seccion
transversal de una columna circular maciza, y en 5.2 y 5.3 el
canto en los extremos de los pilares y dinteles de porticos,
donde por razones constructivas se asume que la ley de
variacion es lineal.

4.2. FUNCION OBJETIVO

Con el proposito de poder optimizar incluso perfiles
sometidos a compresion centrada, donde el criterio que
condiciona el disefio es precisamente la aparicion del
fendmeno de pandeo con deformaciones de flexion planteado
en los apartados previos, se establece como funcion
objetivo:

max Aeri(a;) )]

Se trata por tanto de buscar el maximo valor del factor
Aeri que provoca el pandeo del conjunto.

4.3. RESTRICCIONES

La primera restriccion que se ha considerado es la
de limitar la cantidad de material empleado. Un posible
planteamiento consiste en fijar o limitar dicho valor de tal
manera que la solucion final con barras de seccion variable
no pese mas que la inicial construida con barras de seccion
uniforme:

[ J]"Lj r L,‘
E I mriislds < 2 "':'34-'!@ = ¥y ©)
Jo — Jo

i=1

siendo b, el nimero de barras o elementos que forman el
portico.

La segunda restriccion es que la tension equivalente
maxima no supere en ningin punto de la estructura la
maxima tension de trabajo del material, es decir, que sea
siempre menor que la tension de fluencia. Para ello se debe
adoptar algun criterio de plastificacion, como por ejemplo el
de Von-Mises para materiales ductiles:
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_ |Hi(s)] | [Mi(5) - ri(s)]

7T AG) T 2 L)

- Vi(s) - Q:.i(s, y) (10)
bi(y) - 1. :(s)

Oeqv = V02 +3-72<op

En estas expresiones se consideran las tensiones
normales debidas al esfuerzo axil y momento flector, y las
tensiones tangenciales debidas al esfuerzo cortante como
usualmente se hace en el célculo de estructuras metalicas.
Para estructuras de hormigdén armado se hacen necesarias
otras comprobaciones, tanto globales como locales, y otros
criterios, que en principio no se consideran en este trabajo.
De igual modo, y con animo de no complicar la exposicion
del método de optimizacion, no se han considerado los
coeficientes de mayoracion de las acciones y/o minoracion
de las resistencias del material comunmente incluidos en las
normativas (CTE, Eurocddigos, etc.), y se ha trabajado por
lo tanto inicamente con valores nominales.

Notese que las restricciones (9) y (10), al igual que la
funcion objetivo (8) son funciones fuertemente no lineales.

Se pueden afiadir las condiciones de disefio que resulten
necesarias como nuevas restricciones del problema. Por
ejemplo, entre otras, se puede limitar la respuesta de
la estructura en deformaciones y desplazamientos, en
frecuencias propias, etc. Incluso cabe la posibilidad de otros
planteamientos del problema, como puede ser fijar un valor
minimo de la carga critica (nueva restriccion) y buscar la
solucion geométrica del portico en funcion de los parametros
de disefio escogidos que minimiza la cuantia de material
(nueva funcién objetivo).

5. RESULTADOS NUMERICOS

Se presentan a continuacion varios ejemplos de
complejidad creciente, con los que se pretende mostrar la
metodologia de calculo expuesta en los puntos anteriores, los
valores numéricos comunes para todos los ejemplos son:

5.1. VIGA EMPOTRADA-LIBRE

En este ejemplo, a modo de validacion, se resuelve
el problema de una barra (de seccion circular maciza)
empotrada-libre sometida a carga de compresion (), carga
distribuida transversal (g}, peso propio (p) y una variacion
lineal de la temperatura en el canto (17,T%) mostrado en
Figura 3. La geometria 6ptima corresponde a un fuste con
una variacion del radio seglin una curva tipo cicloide tal
y como demostraron los trabajos de Clausen, Keller[7]
y Tadjbakhsh[18], y que queda claramente justificado
mediante la feoria matemdtica de andlisis funcional en
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el reciente trabajo de Atanackovic[l]. La carga critica
(funcion objetivo a maximizar) se obtiene en cada iteracion
del proceso de optimizacion como el menor de los valores
propios del problema de frontera correspondiente, que en
este caso concreto queda descrito por el siguiente sistema de
ecuaciones diferenciales:

M™(s) + AP8(s) + Mg + pgA(s) =0

5.l
o I o Y
Ms) = EL(s) (#6) + s (1~ T2))

Como referencia con la que comparar los resultados
obtenidos en los casos de inercia variable se incluyen los
resultados correspondientes al caso de seccion uniforme de
radio r(s) = rg = 12em.

X
4 L= 4m
L 3 L 1

o= 12em

AP .
= T| T — Po= 1" N

- g=100 &

= To 1 i

Figura 3: Viga empotrada-ibre, modo de pandeo

Buscando la forma 6ptima, se presentan resultados para
los casos de variacion lineal, cuadratica y cubica del canto
a lo largo de la longitud de la viga. Los valores optimos
calculados se muestran en la Tabla 1 y se dibujan en la Figura
4. Se comprueba algo que es bien sabido: la carga transversal
(q), el peso propio (p) y la variacion térmica (T, 7%) no
influyen en el valor de la carga critica, aunque légicamente
si que afecta a la respuesta en tensiones y/o desplazamientos
de la viga.

Ty = 40°C; Ty = 20°C
uniforme | lineal cuadrética cubica
r(s)=ro | 7(0) = 1251427 | #(0) = 1.10858 - rg | r(0) = 1.13642 - ro
r(L) = 0.725333 - rg | »(L/2) = 1065 vg | #(L/3)=1.124 1o
r(L) =0.531 o r(2L/3) = 0.956833 - g
r(L) = 0.480083 - g
‘ Aeri | 527418 | 65.623 69.300 69.741

Tabla 1: Viga empotrada-libre, resultados

De los resultados se puede concluir que la solucion para
variaciones polindmicas de mayor grado se aproxima a la
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solucion tedrica presentada por Keller[7], si bien en dicha
publicacion no se ha considerado la restriccion en tensiones,
de ahi que en el extremo libre el canto no sea nulo como
ocurre en [7].

—— LEOTICA[3]
clibica
— e |ineal
= niforme

0 L

Figura 4: Viga empotrade-libre, variacién longitudinal del canto [ escala: verfical (10:1),
horizontal (1:1)].

5.2. PORTICO DE LEE

La estructura denominada en la literatura ‘Portico de
Lee [13], permite ilustrar de forma clara y sencilla el objetivo
de este trabajo y las posibilidades de generalizacion de la
técnica numérica empleada.

A-g
. Pl
C
, b
_j"l — -—
!
- [} e1
-'{'2 -— l
hs)
L
L=6m : !
Po=10° N l"
q=10"Z
hp = 12em
b= 10.6em
e=12em
1 oy 2.00mm
| e L -
|

Figura 5: Pértico de Lee, modo de pandeo

Se considera inicialmente que el portico esta formado por
barras iguales en cuanto a longitud (L], material (£, p, o] y
perfil (seccion tipo doble T, correspondiente a un HEM100:
fg. b, e, €y), y se supone union rigida pilar-dintel. Desde el
punto de vista practico, puede resultar muy interesante disefiar
el portico con perfiles de inercia variable. Para una variacion
lineal del canto cabe preguntarse como dimensionar dichos
perfiles para que la estructura tenga maxima resistencia al
pandeo. Para ello se han considerado tres parametros (valor
del canto en las secciones -a,b,c-), y tras el proceso numérico

Articulo de Investigacion

TECNOLOGIA DE LA CONSTRUCCION

3305.32 INGENIERIA DE ESTRUCTURAS

se obtienen los resultados indicados en la Tabla 2 para las
condiciones de contorno mostradas en la Figura 5.

variacién lineal del canto
re = hy Aeri = 0.957 ra = 20,841 em
m = ho Tequ = 217.3864 MPa | ry = 9.803em

perfil uniforme

Aeri = LO68

re = ho re =7.373em

Tabla 2: Pértico de Lee, resulfados

Como muestra de las posibilidades del método, se pueden
cambiar de manera simple las condiciones de contorno y
del tipo de unidn entre barras. Se contempla la posibilidad
de considerar cualquier tipo de libertad interna entre cada
una de las barras que concurran en un mismo nudo, lo que
permite dotar al método de analisis de una gran versatilidad.
Asi, por ejemplo, suponiendo empotrada la base del pilar
(seccidon a) y unidn articulada pilar-dintel (seccion b), la
solucion hubiera sido:

Geqe = 213.2783MPa

perfil uniforme variacién lineal del canto

ra = hp Aeri = 1,323 ra = 23.370em Aeri = 2,333
= hp Oeqe = 192.7055MPa | r, = 0.310em Teqe = 205.4909 MPa
re =ho re = 6.010em

Tabla 3: Pértico de Les, base del pilar empotrado y unidn arficulada pilar-ditel
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5.3. PORTICO SIMPLE A DOS AGUAS

Se aplica finalmente la técnica de analisis a un portico
simple a dos aguas, sometido a las cargas mostradas en la
Figura 6, y en la hipdtesis que todos los nudos sean rigidos. Se
buscara la solucion simétrica de mayor resistencia al pandeo
suponiendo, como en el ejemplo anterior, la posibilidad de
variacion lineal del canto. En estas condiciones la solucion

para r en las secciones -a,b,c- se muestra en la Tabla 4.

APy

aQ

NERNERER

T

I g=10" X

Ty

L=5m

P=6.10°N

hop = 12em

b=

10.6 evne

1.2

ey = 2.0ecm

NN

L

Figura 6: Pértico simple a dos aguas, resultados y modo de pandeo

perfil uniforme
Ta =Te = hg
Th=T4 = IIJU

Te = hn

Aeri = 0,939
Teqe = 165.6357 MPa

variacion lineal del canto
Fa =T¢ =24.0em Xeri = 1516

Ty =T4 = 9.151 em f_!t.,”. = [13.8735 MPa

r. = 5.698em

Tabla 4: Pértico simple a dos aguas, resultados

De nuevo, y a modo de ejemplo, se pueden modificar

alguna de las condiciones de contorno iniciales del problema
y ver como afecta al grado de estabilidad de la estructura
y al nivel maximo de tensiones, asi, suponiendo poértico
triarticulado (en secciones a, ¢ y e), la solucion se modifica y
lleva a los resultados indicados en la Tabla 5:

perfil uniforme
Ta = h“
Ty = hu

re = hp

Aers = 0.221
Geqe = 182.5123MPa

variacion lineal del canto

ra = 5.802em Aeri = 0.323
rp = 19.266em Tequ = 1642356 MPa
Fe = 3.666 em

Tabla 5: Pértico simple a dos aguas, pilares apoyados y clave en el dinfel
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6. CONCLUSIONES

En primer lugar, recordar que todo problema de disefio se
reduce siempre a un problema de optimizacion, en general
con uno o mas objetivos ponderados y con distintos tipos
de restricciones: funcionalidad, seguridad, estabilidad,
precio, estética, etc., lo que justifica el interés de este tipo
de aportaciones y mas hoy en dia donde se tiende a abordar
problemas de multifisica con equipos multidisciplinares.

Respecto a la metodologia, el punto de partida ha
sido la Teoria de pandeo de Euler, que asume pequefios
desplazamientos y pequefias deformaciones junto con el
planteamiento del equilibrio en la configuracion deformada
(Teoria de Segundo Orden), y que da lugar a los conceptos
de carga critica y modo de pandeo, consecuencia del modelo
matematico planteado. Se trata de un método de calculo
que no se puede englobar dentro de los métodos de rigidez
(o de equilibrio) ni como un método de flexibilidad (o de
compatibilidad), sino que es un método novedoso basado en la
formulacion diferencial a nivel de barra y en el cumplimiento
riguroso de las condiciones de equilibrio y compatibilidad a
nivel de estructura. Este plantemiento tiene la gran ventaja
de poder considerar seccion transversal variable a lo largo
de cada barra sin el requisito de los usuales métodos de
calculo de la matriz de rigidez o flexibilidad, y, por lo tanto,
sin la necesidad de actualizar dicha matriz para cada barra
en cada iteracion, lo que supone un gran ahorro de computo
en el proceso de optimizacion. Asi mismo, también permite
considerar en el analisis cualquier tipo de carga, incluido el
efecto del peso propio y de la temperatura.

Con el método propuesto, el calculo de la respuesta
de la estructura se hace muy sencillo y directo. Ademas
el planteamiento matematico de la inestabilidad como
un problema de autovalores gracias a las ecuaciones de
estabilidad junto con las de equilibrio, compatibilidad y
condiciones de contorno, permite obtener como resultado
adicional del analisis la carga critica y el modo de pandeo
con esa misma metodologia.

La herramienta de andlisis desarrollada es sistematica,
sencilla y permite incluir otros modelos teoricos (lineal, no-
lineal, grandes desplazamientos, etc.), cargas de cualquier
tipo dentro del elemento, todo tipo de libertades en la uniones,
cualquier tipo de apoyo incluido apoyos elésticos, ademas de
logicamente barras no prismaticas.

La principal desventaja viene dada por las caracteristicas
tipicas de un método de optimizacion no lineal, sobre todo
en lo relativo a la limitacion en el nimero de parametros para
que los tiempos de computo no sean excesivos. De hecho
en programacion no lineal, en la actualidad, existe toda una
linea de investigacion con el objetivo de desarrollar técnicas
numéricas orientadas a dar solucion a problemas con gran
nimero de parametros. Algo que se esta consiguiendo
gracias al desarrollo de algoritmos cada vez mas eficientes y
al continuo avance de la capacidad de calculo.
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