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ABSTRACT

® |n this article the vibrational analysis of
non-linear systems by means of fractional
calculus is presented. This kind of non-linear
problems appears in many areas of mechanical
engineering, such as the contact in bearings,
complex behavior materials, great displacements,
vibrations in buildings, etc. The aim of this
study is to find an alternative to methods like
Runge-Kutta, which duplicate the number of
equations to solve. The aim is, therefore, to apply
traditional methods in structural mechanics
that mantain the size of the system, like, for
instance, the finite central difference method.
For that it is necessary to linearize the system
of equations. The proposed method transforms
the original non-linear problem into fractional
linear integro-differential equations, where
the fractional operator represents a variable
stiffness. Two typical application examples in
mechanical engineering are presented: the
elastic impact of two spheres (system of one
degree of freedom) and the transient dynamic
response of a building (system of multiple
degrees of freedom) under the effect of a
wind load. From the obtained results it can be
concluded that the proposed method describes
correctly the time response of the studied
systems, reducing the computational effort.

e Keywords: Structural dynamics, non-linear
stiffness, fractional calculus, transient response,
numerical methods.
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RESUMEN

En este articulo se presenta el analisis de las vibraciones
de sistemas de rigidez no lineal mediante el calculo fraccio-
nario. Por ejemplo, este tipo de problemas aparece en muchas
disciplinas de Ingenieria Mecanica como en el contacto de
rodamientos, materiales de comportamiento complejo, gran-
des desplazamientos, vibraciones en edificios, etc. El motivo
de este estudio es encontrar una alternativa a métodos como
Runge-Kutta que duplican el nimero de ecuaciones que hay
que resolver. El objetivo es por lo tanto, aplicar métodos tra-
dicionales en mecanica estructural que mantengan el tamafio
del sistema, como, por ejemplo, el método de las diferencias
finitas centrales. Para ello es necesario linearizar el sistema de
ecuaciones. La metodologia propuesta transforma el problema
no lineal original en una ecuacion integro-diferencial fraccio-
naria, en la que el operador fraccionario representa una rigidez
variable. Se presentan dos ejemplos de aplicacion tipicos en
Ingenieria Mecanica: el impacto de dos esferas elasticas (sis-
tema de 1 grado de libertad) y la respuesta dinamica transitoria
de un edificio (sistema de multiples grados de libertad) bajo la
accion de las cargas de viento. De los resultados obtenidos se
concluye que el método propuesto describe correctamente la
respuesta temporal de los sistemas estudiados, reduciendo los
costes computacionales.

Palabras claves: Dindmica estructural, rigidez no lineal,
calculo fraccionario, respuesta transitoria, métodos numéri-
COS.

1. INTRODUCCION

En el estudio de las vibraciones en Ingenieria Mecanica se
encuentra multitud de problemas en los que la rigidez de los
elementos es no lineal. Por ejemplo, en el contacto entre las
bolas de rodamientos o entre las bolas y la pista de rodadu-
ra de dichos rodamientos, en materiales de comportamiento
complejo, en grandes desplazamientos, vibraciones en edifi-
cios, etc. En el analisis de las vibraciones en este tipo de siste-
mas se pueden emplear métodos numéricos tradicionales del
tipo Runge-Kutta (ver textos de Métodos Numéricos, e.g. [1]).
El inconveniente de este tipo de métodos es que doblan el ni-
mero de ecuaciones que deben resolverse, con el consiguiente
coste computacional. Por tanto, en este trabajo se busca un
método que, empleando el calculo fraccionario, convierta las
ecuaciones no lineales del problema original en lineales.
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Los métodos tradicionales en dinamica estructural lineal
como el de Newmark [2], Wilson-6[3,4] o diferencias finitas
centrales [1] resuelven sistemas de ecuaciones del tipo

MX(#) +Cx(1) + Kx(?) = F(t)’ )

donde M, C y K representan las matrices de masa, amor-
tiguamiento y rigidez respectivamente, x(7) el vector de los
grados de libertad (gdl) del sistema en funcion del tiempo ¢, y
F(?) el vector de fuerzas. En multitud de problemas de inge-
nieria los sistemas muestran un comportamiento no lineal en
los que las fuerzas restauradoras f'no son proporcionales a los
desplazamientos x, sino que vienen dadas por

f=kx? @)

donde £ es el coeficiente de rigidez y 8 # 1. Este tipo de
problemas es muy habitual en la mecanica del contacto [5]
(rodamientos, engranajes...), grandes deformaciones [6] (con-
formado de metales), etc. Las ecuaciones que gobiernan estos
sistemas no responden a la ecuacion y los métodos menciona-
dos no pueden ser empleados en la forma tradicional. Uno de
los métodos mayoritariamente aceptados en la comunidad de
la ingenieria industrial para analizar dichos sistemas no linea-
les es Runge-Kutta, que presenta el inconveniente de doblar el
tamarfio del sistema (numero de gdl). Por lo tanto, en este arti-
culo se propone un método que permite el analisis de sistemas
con no linearidad del tipo mostrado en la ecuacion , mediante
su transformacion en un sistema linearizado como haciendo
uso del calculo fraccionario, y con ello emplear métodos tra-
dicionales en mecanica estructural como el de las diferencias
finitas centrales (implementado por ejemplo en programas in-
formaticos de simulacion como ABAQUS EXPLICIT [7] y
NX NASTRAN [8]).

Respecto a la estructura del articulo, en primer lugar se
presentan los fundamentos tedricos del calculo fraccionario
empleados en el método propuesto, haciendo énfasis en las
definiciones de Griinwald-Letnikov. A continuacion se des-
cribe el método de analisis propuesto y su aplicacion a dos
problemas clasicos en Ingenieria Mecanica: el impacto de
dos esferas elasticas (sistema de 1 gdl) y el analisis del com-
portamiento dindmico de un edificio sometido a la accion del
viento (sistema de multiples gdl). Finalmente se comparan los
resultados obtenidos con los del método de Runge-Kutta, y se
concluye que el nuevo método representa adecuadamente el
comportamiento dinamico de dichos sistemas no lineales sin
necesidad de duplicar el numero de grados de libertad.

2. FUNDAMENTOS TEORICOS

El calculo fraccionario es una disciplina que historica-
mente ha sido relegada a la matematica tedrica, pero durante
las ultimas décadas esta rama del analisis matematico ha en-
contrado aplicacion en numerosas areas de la ingenieria, en
concreto en viscoelasticidad [9,10], en problemas estocasticos
[11] y mas recientemente en la plasticidad de metales [12].
En las cuatro monografias mas relevantes [13-16] se recogen
dos definiciones de la derivada fraccionaria: la de Riemman-
Liouwville y 1a de Griinwald-Letnikov.

La definiciéon de Riemman-Liouville se emplea general-
mente para integrales de orden no entero. La derivada de or-
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den o con respecto a la variable ¢ para una funcion f{¢), con
< 0 y el limite inferior de integracion igual a cero se define
como

1) _

a _ 1 4 _ el 3
D= =t W Ty, O

donde I'(z) es la funcion gamma de argumento real z, dada
por

I(z)= j: e ¥l dy. 4)

Esta funcion representa la generalizacion de la funcion
factorial, satisfaciendo

z21=T(z+1), (%)
que coincide con la definicion clasica del factorial si z es un

numero entero. Por ejemplo, para —1 < < 0, la aplicacion de
ecuacion (3) en la funcién #, donde ¢ es un niimero real, lleva a

¢ T@+D)  ga

D% = .
d* Tg+l-a) ©)

La definicion de Griinwald-Letnikov de la derivada frac-
cionaria, de cualquier orden ¢, proviene de la anterior defini-
cion de la derivada de orden entero n. La primera derivada de
una funcion f{¢) viene dada por

D' f(£) = lim —f(’)_i(’_m)' )
!

At—0

la segunda derivada por

2 o SO =2 A+ f(t-2A1) (8)
DTf= AI:TO (A1)

la tercera por

D° £ = tim £ Q=37 =80+37(~2A0 - f(t =380
At—0 (At)3

)

y asi sucesivamente, de modo que la derivada de orden n
satisface

N-1 (n
n T —n N . ,  (10)
D f(t)_Al,To((At) jZ:(:)( 1) (J.Jf(f JAt)]
donde
N =t/A¢t, a1

y se ha empleado el binomio de Newton

(n] __n (12)

J) jfn=p!

Si se aplica la funciéon gamma, considerando que

ew()-(Tr )
J J L(=mI(j+1)
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la ecuacion (10) se transforma en

n » _nN—l [(j—n) i
o0 i 0 S s |

Si se sustituye en esta ecuacion el orden entero 7 por cual-
quier orden real ¢, la definicion de Griinwald-Letnikov para
la derivada fraccionaria lleva a

N-1 .
DY £(f) = Alriglo[(At)a Z M

rCargen’ 7 A’)}, (13)

J=0

o, finalmente,
—a N-1
D* f()=lim | (A)™™ D" A, f(t— jAr) (16)
At—0 j=0 ’

donde los términos 4, ; son los llamados coeficientes de
Griinwald-Letnikov, que satisfacen

I'(j-a)

) o

En la ecuacion (16) es importante destacar que la deriva-
da fraccionaria se construye empleando toda la historia de la
funcion ponderada mediante los coeficientes de Griinwald-
Letnikov, lo que pone de manifiesto la memoria del operador
fraccionario. Para evitar el uso de la funcion Gamma en apli-
caciones numéricas se pueden emplear las siguientes propie-
dades de los coeficientes de ponderacion:

) (18)
j—a-1
Ajy = J 4;, (19)
y, sia>—1,
lim 4;,=0. (20)

Esta ultima propiedad se conoce como la memoria corta
de las derivadas fraccionarias, implicando que la historia mas
reciente es mas influyente que la mas antigua.

El tratamiento numérico clasico del operador fraccionario
se puede encontrar en el texto de Oldham y Spanier [16]. La
formula general satisface

o s =(2] 35 4, r1-iL). @)

=1

que es analoga a las formulas de integracion numérica con-
vencionales, donde A(0) son los coeficientes de ponderacion,

56 | Dyna | Enero - Febrero 2015 | Vol. 90 ne1 | 54/60

Analisis de las vibraciones de sistemas de rigidez no lineal mediante el calculo fraccionario
Imanol Sarria, Jon Garcia-Barruetabefia, Fernando Cortés-Martinez y Modesto Mateos-Heis

dependiendo del orden de derivacion. Para el método G1, es-
tos coeficientes 4 se denominan coeficientes de Griinwald-
Letnikov y se puede usar la ecuacion (19). Para simplificar la
nomenclatura, la ecuacion (21) también se puede escribir como

1 N-1
D% =—— N 4. . 22
@ a7 D> A 1 (22)

Jj=0

Esta eq. (22) sera la empleada en la siguiente seccion para
resolver dos aplicaciones practicas.

3. DESARROLLO DEL METODO PROPUESTO Y
EJEMPLOS DE APLICACION

En este apartado se desarrolla en primer lugar el método
propuesto. A continuacion se presentan dos ejemplos de apli-
cacion practica en ingenieria mecanica: el primero de ellos es-
tudia el impacto de dos esferas elasticas mediante un modelo
de 1 grado de libertad, y en el segundo se analiza la respuesta
sismica de un edificio de tres plantas como ejemplo de un sis-
tema de multiples grados de libertad.

3.1. DESARROLLO DEL METODO PROPUESTO

Para el desarrollo del método se considera el caso de un
sistema no lineal descrito mediante la ecuacion

m¥+kx? =0, (23)

que puede transformarse en una ecuacion integro diferen-
cial de la forma

mi+k D*x =0, (24)
donde

x” =I(1+ B)D"x, (25)
con

B=1-a (26)
y

k=kr(1+8). @n

Para ello se aplica la definicion de la derivada fraccionaria
de Griinwald-Letnikov mostrada en la ec. (16) pero emplean-
do el desplazamiento en lugar del tiempo, como variable de
derivacion. De esta forma, la ec. (16) se reescribe como

Daf(t) = lim [(AX')_“ fAjﬂf(x —]M)j (28)

D xa Ax—0 )

En nuestro caso particular, la funcion f'es el propio despla-
zamiento x. Por tanto, la ecuacion del movimiento (29) escrita
en el instante n-ésimo ¢ lleva a

=

-1

mi, +k (Ax,)“ > 4, (x, - jAx,) =0, (29)

Jt+

~.
]
<
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donde N es el numero de puntos en los que se discretiza
numéricamente la derivada fraccionaria, x = x( ), y Ax = x,
/ N. Por ultimo, al extraer el término j = 0 del sumatorio de la
ec. (29), se llega a

N-1

mE, +k (Av,) " 4, ==k (Ax,)" D A4, (x, - jAx, ), (30)
Jj=1
de donde se obtiene la ecuacion dinamica diferencial de

segundo orden equivalente

mX, +k x, = [, (€29)
donde
Meg = M, (32)
k, =F(Ax,) o)
y

_ s
Juan ==k (8%,)" D 4, (x, - jAx, ). (34)

j=
A continuacion se presentan dos ejemplos practicos de apli-

cacion en dos sistemas no lineales, de 1 gdl y 3 gdl respectiva-
mente. En estos ejemplos se emplean las ecuaciones (31)-(34).

3.2. EJEMPLO 1: CHOQUE DE DOS ESFERAS ELASTICAS

A continuacion se enuncia el problema clasico del choque
mecanico entre dos esferas, en base a la teoria de contacto
de Hertz [17]. La teoria de Hertz se limita a superficies no
conformes, continuas y sin friccion, y a solidos perfectamen-
te elasticos sometidos a pequefias deformaciones. El contacto
entre dos superficies no conformes tiene lugar a lo largo de
una linea y las dimensiones de la zona de contacto son pe-
quefias en comparacion con el tamafio de los solidos. Bajo
esta simplificacion, el problema se puede analizar sin tener
en cuenta la distribucion global de tensiones resultante en las
zonas de contacto entre los solidos (ver e.g. [5]). Recientes es-
tudios [18,19] han analizado el impacto entre solidos haciendo
uso del calculo fraccionario, aunque por medio de transforma-
das de Laplace y el llamado método de rayos, con el consi-
guiente esfuerzo computacional.

Los radios de las esferas estudiadas aqui son R, y R , y los
modulos de Young £, y E.. (ver figura 1), y el desplazamiento
relativo x(f) viene dado por

x(#) = x; (1) + x5 (), (3%

donde x (¢) y x,(¢) son los desplazamientos de los centroi-
des de ambas esferas.

[V x2
\
| 7

Vi
<~ plano de contacto

esfera 2
\

-
esfera 1

N\

\

\

\

\

[ — — — Superficie sin deformar
X1

Superficie deformada

Fig.1: Representacion de la deformacion de dos esferas en contacto
durante un choque
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La ecuacion que gobierna el sistema de la fig. 1 es

2
d xgt)

+%E«/§ () =0, (36)

donde ¢ representa el tiempo y m la masa efectiva, que sa-
tisfice
1 1 1

[ — (37)

donde el radio R y el médulo E satisfacen

i1t (38)
R R R,

y

11w 1ov 39)
E E E °

respectivamente, siendo v, y v, los coeficientes de Pois-
son. A continuacion se realizan los cambios de variable

_x®
sO=" (40)
y
r=1|ER @1
m

Donde &y 7 representan adimensionalmente el desplaza-
miento relativo entre los centroides de las esferas y el tiempo,
respectivamente obteniendo a partir de ecuacion (36) la ecua-
cion adimensional de movimiento

E(r)+§§3/2(r>=o, 42)

donde el operador (*) denota la segunda derivada con res-
pecto a la variable de tiempo adimensional T.

Tomando ¢ =1,y o =—1/2 en la ecuacion (6), el término
&% se puede relacionar con la semi-integral D' seglin

4
D12s = 32 43
S n s, (43)
donde se han utilizado I'(2)=1y F(iJ = z\/3 . Reescri-
biendo la ecuacion (43) como 2 4
20y = Nty (44)

y substituyendo este resultado en la ecuacion (42) se obtie-
ne la ecuacion integro-diferencial

E@)+nD V2 &) =0, (45)

donde el operador D® representa la derivada fraccionaria
con respecto a la variable x en vez de 7.

Aplicando la definicion de Griinwald-Letnikov (ecuacion
(28)) la ecuacion (45) puede reescribirse en el instante 7 dis-
cretizando con N = n, resultando la ecuacion

En+VEA§zAj§n7j :O’ (46)
Jj=0

La ecuacion (46) puede resolverse siguiendo el método de
las diferencias finitas centrales, donde la aceleracion £, viene
dada por
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§n+1 _2§n +§n—1 .
(A7)

El método empleado se limita, por tanto, al uso de dife-
rencias fintas centrales, quedando en este trabajo fuera de su
aplicacion métodos como el de Newmark.

Substituyendo la ecuacién (47) en la ecuacion (46) se obtiene

b =26, =& (AT RAE Y Aj6, (48)
j=0

& = (47)

que constituye la respuesta del sistema.

Esta tltima ecuacion permite obtener el desplazamiento
&, si se conoce la historia completa, desde &, = 0 hasta & |, .
Para el caso descrito, el intervalo A varia para cada instante
T , satisfaciendo

S

A==~ (49)

La evolucion temporal de la variable & viene dada por

i = (1= )AL, (50)

conduciendo a la ecuacion

n

3/2
Erir =26, &,y — (A7) (%] N 2=Ddy. GD
e

La fig. 2 representa el desplazamiento adimensional & du-
rante el tiempo adimensional de impacto 7 = 2.87, resuelto
mediante la ecuacion (51). Esta solucion se compara con un
método Runge-Kutta de cuarto orden. En dicha figura se pue-
de apreciar como ambos métodos ofrecen soluciones equiva-
lentes. En concreto, el paso de integracion es de A7=0.01.

En esta figura se aprecia que en los primeros instantes del
choque, la velocidad de impacto permanece constante, como
se deduce de la pendiente de las curvas. Esto es debido a que
en un principio la superficie de contacto es pequefia por lo
que las fuerzas que frenan las esferas tienen poca influencia.
A medida que la superficie de contacto aumenta, se aprecia
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como las esferas se frenan hasta el instante 7= 1.43 en el que
se alcanza la deformacion maxima de &= 0.972, y comienza
el rebote. Se aprecia que las curvas son simétricas, debido a
que el impacto es elastico y no hay disipacion de energia. Una
vez alcanzado el instante 7= 2.87, las esferas se separan por
completo.

3.3. EJEMPLO 2: VIBRACION HORIZONTAL DE UN
EDIFICIO DE VARIAS PLANTAS

A continuacion se presenta como segunda aplicacion el
problema del comportamiento dindmico transitorio de un edi-
ficio de tres plantas sometido a una la accion del viento tal y
como se muestra en la fig. 3(a).

Dicho edificio se puede modelizar de modo que cada una
de las plantas es una masa conectada a las adyacentes por me-
dio de resortes de fuerza recuperadora no lineal. Las masas
son m,, m, y m,. Las constantes recuperadoras son k , k, y k;,
y las potencias fraccionarias en los desplazamientos de cada
resorte son 3, 3, y B, El diagrama de cuerpo libre de cada una
de las tres masas (ver fig. 3(b)) lleva al siguiente conjunto de
ecuaciones

my () + kP (0) = ey (e () - x, (1)) =0
myXy (1) +ky (x5 (1) — X (t))ﬁ2 — k3 (x3()—x, (t))ﬁ3 =0 (52)
myis (1) + ks (3 (1) — %, (£)) = 0.

Utilizando la solucion de la derivada de orden ¢ de la fun-
cion # con respecto a la variable ¢ indicada en la ecuacion (6)
para la funcion x(¢), la potencia fraccionaria se puede relacio-
nar con la integral fraccionaria por medio de

D%x =x/ IT1+f)
D% (x, = x) = (x, = x)2 /T(1+ ) (53)
D% (x; —xy) = (33 — %,)P IT(1+ f8y),

tomando ¢ =1y &, =1 — 8 (con i =1, 2, 3), y siendo
I'(2) = 1. De esta forma, substituyendo la fuerza recuperadora
no lineal por la derivada fraccionaria equivalente, el conjunto

Desplazamiento &

© © o o o o o9

wW R L o 9w o
T T

.°
¥}

0.1

0 05 1

* Runge-Kutta
Método propuesto | |

| | |
15 2 25 2,87

Tiempo 7

Fig. 2: Deformacién relativa en el impacto entre dos esferas en contacto de Hertz a partir de un método Runge-Kutta de cuarto orden (Runge-Kutta)

y mediante cdlculo fraccionario (Método propuesto)
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de ecuaciones ecuacion se puede transformar en una ecuacion
(53) integro-diferencial de la forma

my%; (1) + kT (2= )D x (1) = k,T'(2 = 3 )D™ (x, (1) = x; (1)) = 0
a3y () + kT (2= 07 )D (3, () = %, (1)) = k3 T'(2 = 23 )D® (33 (1) = %, (£)) = 0 54)
myE3 (1) + k5T (2= 03)D® (x3() = %, (1)) = 0,

donde el operador D® representa la derivada fraccionaria
con respecto a la variable espacial correspondiente.

Asi, el conjunto de ecuaciones de movimiento de la ecua-
cion (54) se puede resolver mediante el método de las diferen-
cias finitas centrales. Reescribiendo dicho conjunto de ecua-
ciones para el instante #, se obtiene

1=

m (’n)_klr(:z_al)Dalxl(t)‘ [ —kZF(Z—az)D"I(xz(t)—xl(t))‘l:l =0

o (1) +T2-00)D ()0} ~kT2-5)D"(5(1)-3,0)

L, (59

1=

my¥s (1) +ksT(2-a5) D% (,x3(z)-x2(z))‘ -0,

I=t,
donde el operador fraccionario se puede discretizar por
medio de ecuacion (22) resultando
n-1
my, + T2 -og ) Ax) Y 4 jla)n

J=0

n-1
kT2 )ACr = x) %) Y Aj(en)xy —x), =0
j=0

n-1
My + koL (2= 0 )(A(xy — X D > dj()x-x)

j=0
N (56)
—ksT(2- o (A3 - )™ D Ai(as)(x - x ), =0
Jj=0
n-1
myis , +kT(2 = o3 )(A (s — X ) z Aj(or3)(x3 —x, )n,j =0.
j=0
Mediante el cambio de variable
N X
=X, — X
Y2 27X (57)
3 X3 =Xy

articulo m

la ec. (56) puede escribirse mediante la forma clasica

My + Ky = F, (5 8)
donde
m 0 0
M=|0 m 0], (59)
O 0 m3
E(1+B) 8"+ BT (14 By)ay, ™ - (14+ )49, 0
K= kT (1+8y) by, KL (14 8y) 8y, + KT (14 B) A, ™ =k (14 B)Ay, ™ (60)
0 T (14 8y, T (1445,
y
RI(1 )8, Y =) A R (148y) 83,7 Y (n= ) A(a)
j=l Jj=
F= kT (1+By) Ay, Y (n- ) Am) kT (14 )y, (=) Ae) |
j=1 J=1 (6 1 )
k(14 5) &y, Y (n- ) Ay )
I A

De esta forma, al igual que en el ejemplo anteriormente pre-
sentado de 1 gdl, se pueden aplicar los métodos numéricos tradi-
cionales como el de las diferencias finitas centrales (ver ec. (47)).

A continuacion se presentan resultados para comparar el
método descrito con un método Runge-Kutta de cuarto orden.

Los valores numéricos utilizados para las masas son m, =
3000 kg, m, = 4000 kg, y m, = 5000 kg. Los coeficientes de
rigidez usados son k; = 5000 N/m, k, = 4000 N/m y k, = 3000
N/m, y los exponentes fraccionarios en las correspondientes
fuerzas recuperadoras son 8, = 3/2, 8,=3/2'y §,= 3/2. Se han
considerado las siguientes condiciones iniciales de posicion:
x,=0.001 m, x,=0.01 my x, =0.02 m, con velocidades ini-
ciales nulas en cada caso.

La fig. 4 muestra la comparativa entre la solucion obtenida
mediante ambos procedimientos, donde queda patente la va-
lidez del método propuesto. El paso de integracion utilizado
es At=0.001s.

—k(x,— xl)/’:
—k,(x, —xl)’g

(a)

A
< kyx,

(b)

Fig. 3: Modelo simplificado de un edificio de tres plantas: (a) representacion de los grados de libertad; (b) diagrama de cuerpo libre de cada una de

las plantas del edificio
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Fig. 4: Desplazamiento transversal de cada una de las tres plantas (x,, x,, x,) de un edificio medido a partir de un método Runge-Kutta de cuarto orden

(Runge-Kutta) y mediante cdlculo fraccionario (Método propuesto)

En esta figura se representa el desplazamiento transversal de
cada una de las plantas del edificio originado por las vibraciones
inducidas por el golpe de viento que provoca las condiciones ini-
ciales mencionadas previamente. Debido a que no se ha contem-
plado ningun tipo de amortiguamiento, estos desplazamientos
vienen representados por curvas periddicas, siendo el desplaza-
miento maximo el impuesto en las condiciones iniciales.

CONCLUSIONES

En este articulo se ha presentado el analisis de las vibracio-
nes de sistemas de rigidez no lineal mediante el calculo fraccio-
nario. Se ha encontrado una alternativa a métodos como Runge-
Kutta que duplican el nimero de ecuaciones que hay que resol-
ver. A partir del método propuesto se ha utilizado el método de
las diferencias finitas centrales que mantiene el tamafo del sis-
tema. Para ello se ha linearizado el sistema de ecuaciones en una
ecuacion integro-diferencial fraccionaria, en la que el operador
fraccionario representa una rigidez variable. Se han presentado
dos ejemplos de aplicacion tipicos en Ingenieria Mecanica: el
impacto de dos esferas elasticas (sistema de 1 grado de liber-
tad) y la respuesta dinamica transitoria de un edificio (sistema
de multiples grados de libertad) bajo la accion de las cargas de
viento. De los resultados obtenidos se concluye que el método
propuesto describe correctamente la respuesta temporal de los
sistemas estudiados, reduciendo los costes computacionales.
Como limitacion de este trabajo, se puede mencionar que solo
se ha aplicado la metodologia propuesta con el método de las
diferencias finitas centrales, quedando como estudio futuro su
empleo junto a métodos implicitos como Newmark y Wilson-6.
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