¢ CUAL ES LA CURVA QUE OFRECE
EL DESCENSO MAS RAPIDO?

Un desafio se lanza en Europa a los matemati- La entrega de junio 1696 de las

Acta eruditorum contiene el
“problema nuevo” siguiente, se-
. L. L. . ; guido de una invitacion a los mate-
mas rapido para un movil sometido s6lo a su | maticos para resolverlo:
] . “Dados dos puntos A y B en un
peso. Un problema simple, pero cuya soluciOn | piano vertical, determinar la curva
. . . ; AMB a lo largo de la cual un movil M,
exige dominar todas las sutilezas del calculo | abandonado en A, desciende bajo Ia
L accion de su propio peso y llega al
de variaciones. otro punto B en el menor tiempo po-
sible”. (Fig. 1)

cos: encontrar la curva que ofrece el descenso

—up

Fig. 1. Un trampolin hacia la notoriedad

En junio de 1696, las Acta eruditorum publican un

problema propuesto por Jean Bernoulli: “Dados dos
1 puntos Ay B en un plano vertical, determinar la curva
Y AMBalo largo de la cual un mévil M, abandonado en
A, desciende bajo la accion de su peso y llega al otro
punto B en el menor tiempo posible”.
Algunos matematicos perciben la trascendencia de
este “muy bello problema y totalmente inédito” que
ilustran hoy las rampas mas rapidas, describiendo la
famosa cicloide.
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FORMULACION ANALITICA DEL PROBLEMA
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Fue Jean Bernoulli quien hizo in-
sertar este problema en las Actas de
Leipzig. Advierte a sus lectores que la
recta no es la curva buscada, si bien
sea el camino més corto entre Ay B.
Y, por tanto, jla solucién es una cur-
va bien conocida por los gedmetras!
Bernoulli se propone “descubrirla si,
antes de fin de afio, nadie lo hiciera”.

Afadimos algunas hipétesis su-
plementarias, necesarias para que el
problema tenga sentido. Los puntos
A'y B no deben estar situados ni so-
bre una misma vertical ni sobre una
misma horizontal. Es preciso hacer
abstraccién de las fuerzas de enlace y
admitir que el punto material se desli-
za sin rozamiento a lo largo del perfil
que se busca. Detengdmonos ahora
un momento para comprender por
qué la linea recta no resuelve el pro-
blema. La recta minimiza el camino a
recorrer para ir de A a B, indica, pues,
el descenso mas corto, pero es “el
maés rapido descenso” — para utilizar
la terminologia francesa del siglo
XVIII - lo que se busca. Se trata,
pues, de minimizar no el camino sino
el tiempo de caida a lo largo de la

curva. Ello significa que se toma en
cuenta la velocidad del movil. Y ésta
no es constante a lo largo del perfil.
Asi, una pendiente muy fuerte al ini-
Cio y que ir4 en seguida atenuandose
podré proporcionar al mévil una velo-
cidad suficiente para compensar la
longitud del camino a recorrer. Diga-
mos ya que un arco de cicloide inver-
tida ofrece este perfil. Su base sera
horizontal, su origen se encontrard en
el punto dado més elevado y el dia-
metro del circulo generador sera tal
que la cicloide pasa por el segundo
punto dado.

Una campafia bien orquestada
Apoyado por Gottfried Wilhelm
Leibnitz, el inventor del Célculo dife-
rencial, que estaba atraido por este
problema; Jean Bernoulli, joven de
la Universidad de Groningen, intenta
asegurar al problema una larga difu-
sién mas all4 del mundo germénico
(Francia e Italia especialmente). Para
ello utiliza todos los medios a su dis-
posicion: sus correspondencias, pe-
riddicos..., llegando incluso a hacer
imprimir en enero 1697 un anuncio.

La lectura de este manifiesto bajo
forma de programa es instructiva.
Bernoulli comienza por incluirse en la
lista de matematicos tan célebres co-
mo Mersenne, Pascal y Fermat, cu-
yo ejemplo imita proponiendo a los
mas excelentes analistas de su tiem-
po un problema mecanico-geomeétri-
co que servira de piedra de toque a
sus métodos y permitira medir sus
fuerzas. Ensalza la importancia esti-
mulante de tales desafios para el au-
mento del saber, porque resolver
“problemas dificiles y ditiles a la vez”
da esplendor a los nombres de los
vencedores que alzan asi “monumen-
tos eternos para la posteridad”. Asi
rinde homenaje al “célebre Leibnitz”
que le ha asegurado por carta “haber
resuelto felizmente el nudo de lo que
él llama un problema muy bello y to-
talmente inédito al dia de hoy”.

Bernoulli, por otra parte, esta en
condiciones de precisar el sentido del
problema. Se trata, declara, de esco-
ger “en medio de la infinidad de cur-
vas que enlazan los dos puntos da-
dos, aquélla a lo largo de la cual —
curvando una lamina delgada con la
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forma de un tubo o de un canal — una
pequefia bola que alli se deja y aban-
dona recorra el camino de un punto a
otro en el mas breve espacio de tiem-
po”. Indica también que la velocidad
con la que el movil desciende a lo
largo de la curva es la de la caida li-
bre y obedece a la ley de Galileo:
“Las velocidades adquiridas por un
cuerpo pesado en caida libre son co-
mo las raices de las alturas recorri-
das”.

Finalmente hace un llamamiento
al honor de los més grandes sabios:
su prometedora gloria, estima y apro-
bacion como recompensas.

Si pasa la Pascua sin que nadie
haya publicado una solucion, Leibnitz
publicara la suya con la de Bernoulli.
El péarrafo termina con una provoca-
cion dirigida a su hermano Jacques
Bernoulli, que cuenta “entre los que
se enorgullecen de haber penetrado
en los misterios mas profundos de la
Geometria, gracias a métodos parti-
culares y de haber ampliado su ex-
tension a los teoremas de oro (Theo-
rematis suis aureis), que creen des-
conocidos por todos cuando han sido
ya publicados mucho antes por
otros” Jean Bernoulli hace aqui alu-
sion a la formula del radio de curva-
tura, del cual Jacques estaba muy sa-
tisfecho y que Jean habia utilizado
como carta de presentacion ante Ma-
lebranche y el Marqués de L’Hopital
durante su estancia en Paris en 1691.

La verdadera apuesta es, pues,
doble. Se trata, en primer lugar, de
demostrar la potencia de los métodos
del Célculo infinitesimal, Unico capaz
de llegar al final del problema, refor-
zando asi la posicion del nuevo Anali-
sis y correlativamente de poner en
evidencia la estrechez de los limites
de la Geometria ordinaria.

Simultaneamente, Jean desea
aclarar a los ojos del mundo entero la
superioridad sobre su hermano y
mentor convertido en competidor,
Jacques Bernoulli.

Leibnitz estd en condiciones de
publicar, en el Acta eruditorum de
mayo 1697, cinco soluciones al pro-
blema. Ademés de las de Jean y Jac-
ques Bernoulli, que vamos a analizar,
Se encuentra una breve memoria de
L’Hopital, una nota de Tschimhaus y

Noble competidor
El Marqués de L’Hépital, con quien
Jean Bernoulli se habia
encontrado en 1691 y con el cual
se comunicaba, le propuso
también su solucion al “desafio”.

finalmente una solucién anénima,
de la cual Isaac Newton es el autor,
Leibnitz, en un texto introductivo,
dice haber renunciado a publicar su
identidad a los otros. L’H6pital ha
sabido aprovechar sus intercambios
epistolares con Jean Bernoulli y ju-
gar habilmente los plazos para propo-
ner una solucién. Tschimhaus se ha
contentado con enunciar que la curva
buscada es una cicloide. Cada uno de
los autores, consciente de la impor-
tancia inédita del problema, ha bus-
cado dar un nombre a la curva — so-
lucion. Es el nombre propuesto por
Jean Bernoulli el que se ha impues-
to: curva brachystocrona. (Se refiere
al tiempo minimo). Leibnitz habla de
tachystoptota, nombre que traduce
una velocidad méaxima. Finalmente
Jacques Bernoulli ha inventado el
término oligocrona, para nombrar la
curva.

LA TRAYECTORIA DE JEAN
BERNOULLI

El titulo de la memoria que Jean
Bernoulli envi6 a las Acta eruditorum
y que aparecié en mayo 1697 (pags.
206-211) anuncia explicitamente la
analogia con un principio didptrico.
He aqui: “Curvatura de un rayo lumi-
noso en medios didfanos no homo-
géneos y solucién del problema de la
brachystocrona.... asi como la cons-
truccién de la sincrona o de la onda
luminosa”, incluso si Jean, contraria-
mente a su hermano Jacques, no da
el método general, formula desde las
primeras frases de su memoria la
trascendencia matematica del proble-
ma. Reconoce claramente que éste
no se deja contener entre los limites
estrechos de los métodos habituales
de mé&ximos y minimos, porque éstos
“no permiten mas que determinar,
entre un numero finito o infinito de
magnitudes dadas, una que sea ma-
Ximo o minimo. O, cuando [.....] es-
tas magnitudes, entre las cuales es
preciso seleccionar los maximos o

minimos, no estan mas determinados
que el que se busca [.......] la tarea se
complica”. En efecto, ya hemos men-
cionado que se trata de encontrar,
entre una infinidad de curvas posi-
bles, la que cumple la condicion ex-
trema.

Bernoulli parte del principio que
Fermat ha establecido en una carta a
Marin Cureau de la Chambre. Lo
enuncia asi: “El rayo luminoso, que
pasa de un medio menos denso a un
medio méas denso, se desvia en rela-
cion a la perpendicular de tal suerte
que el rayo [......] sigue, en relacion
al tiempo, el camino mas corto”. Fer-
mat ha deducido de este principio la
Ley de los senos. Si i es el angulo de
incidencia y r el &ngulo de refraccion,
sen iy sen r son inversamente pro-
porcionales a las densidades Opticas,
que son, a su vez, inversamente pro-
porcionales a las velocidades con las
que la luz penetra en los medios dia-
fanos:

sen i vy
sen r vy

Fermat concibe entonces un me-
dio de densidad no homogéneo como
dividido por una infinidad de lamini-
llas horizontales entre las que se en-
cuentra una materia didfana cuya
densidad éptica crece o decrece a lo
largo de un eje vertical. Cada una de
estas laminillas va a actuar como una
superficie refringente a la que se pue-
de aplicar el principio de Fermat. Un
rayo luminoso, que se propague en
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este medio, sera refractado en cada
l[amina y describird, por tanto, una
curva, que serd de tal naturaleza que
el tiempo de propagacion serd el més
breve. Ademas, conforme a la ley de
los senos, debe ser tal que en cada
punto el seno del &ngulo f que forma
con la vertical es proporcional a la ve-
locidad v. Es decir, que la curva es tal
que

sen @

v

= Cte = (1/a, mds adelante)

Bernoulli identifica la curva
brachystocrona con la que describiria
un rayo que atravesara un medio cu-
ya densidad Gptica seria inversamen-
te proporcional a la velocidad que ad-
quiriria un peso en caida libre.

Sea FGD este medio, limitado por
la recta FG, que pasa por la fuente de
luz, el punto A, y contiene el punto D.
Las velocidades adquiridas por un
cuerpo pesado, que cae bajo la ac-
cion de su propio peso, son proyec-
tadas horizontalmente sobre un eje
vertical AD, de suerte que la curva
AHE es la curva de las velocidades.
En el caso de la caida libre, AHE es
una parabola.

Sea AMB la curva buscada. Tra-
duciendo analiticamente la férmula

1

f:—V
a

con 1/a = constante, el resultado es
inmediato (Fig. 2).

Si AC = ¥, la diferencial dx sera,
conforme a la definicion de Leibnitz,
el incremento infinitamente pequefio
Cc = dx. Igualmente, sean CH =v y
CM =y, sus diferenciales seran
nm = dy y Mm = ds. En el punto M
(x,y), la curva AMB forma con la ver-
tical Mn un angulo f, cuyo seno, de-
terminado en el tridngulo rectangulo
Mnm, es igual a dy/ds . Se tendra en
M:

sen ® = dy de donde dy -
ds ds a
Entonces:
dy - vdx
22 -2

Cuando las velocidades son pro-
porcionales a las raices cuadradas de
las alturas recorridas, como en caida
libre, v = ax 'y la ecuacion dife-
rencial de la brachystocrona seria:

dy:clx‘la’_(X

La demostracion, breve y elegan-
te, de Bernoulli descansa sobre la
idea de que la curva solucion obede-
ce en cada uno de sus elementos infi-
nitamente pequefos al principio de
Fermat: es recorrida en un tiempo
minimo. Ademas, en cada uno de sus
puntos satisface a la Ley de los se-
nos, que se deriva de este principio,
escrito bajo la forma:

——

Fig. 2. Bello resultado.

Jean Bernoulli razona a partir de un medio (FDG), de densidad dptica
inversamente proporcional a la velocidad de un cuerpo pesado en caida
libre. FG es una recta que pasa por la fuente de la luz (A) AD represente la
caida del peso y AHE la curva de las velocidades.

sen f

= Cte

Reformulada analiticamente, esta
condicion conduce a la ecuacion dife-
rencial de la brachystocrona anterior.

Queda, para concluir, que la curva
y = f(x), definida por

dy:dx\/ a)-(x

es una cicloide cuyo circulo genera-
dor, de didmetro a, rueda sobre AG,
partiendo de A.

Bernoulli descompuso el segun-
do miembro en dos términos, e inte-
gra separadamente cada uno de los
términos.

En el segundo,

a-2x
2Vax-x2
reconoce la diferencial del segmento
LOYy, en el primero,

adx
2 Vax - x2

la del arco GL.

Por consiguiente, puede escribir:
dy =d (GL) - d(LO) y, después de la
integracion:

CM=GL-LO6CO+OM=0GL -
LO.
de donde MO =L0O + (CO-GL) 6 CO
— GL = LK, puesto que CO correspon-
de a la semicircunferencia GLK

Entonces MO = LO + LK 6 MO —
LO=ML=LK

Bernoulli reconoce en esta Ulti-
ma igualdad ML= LK, la propiedad
general de la cicloide (el segmento
recorrido por el circulo sobre la base
es igual al arco de circulo recorrido
por el punto sobre el circulo)

Para concluir, expresa su admira-
cion ante la identidad entre la tauto-
crona de Huygens y su brachystocro-
na, en el caso de que el movil obe-
dezca a las leyes de la caida libre. La
cicloide es entonces a la vez tauto-
crona (es decir, que el tiempo de cai-
da es siempre el mismo cualquiera
que sea la altura a la que inicia la ca-
rrera) y brachystocrona. Esta identi-
dad confirma el principio de que “/a
Naturaleza actua siempre de la mane-
ra mas simple”.
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LA OLIGOCRONA DE JACQUES
BERNOULLI

Desde las primeras lineas de la
memoria de Jacques Bernoulli, pu-
blicada en la misma entrega de mayo
1697 de las Acta eruditorum, es evi-
dente que Jacques ha reconocido el
inmenso poder de innovacion que po-
see el problema propuesto por su
hermano. El caracteriza toda una cla-
se de problemas a la cual podré apli-
carse su método: encontrar en una
familia de curvas la que obedece a
una condicion externa.

En un lema preliminar, plantea la
cuestion de saber si las propiedades
extremas de la curva se conservan en
cada una de sus partes. Segun él, és-
te es el caso. Pero a continuacion mi-
nimizara (como también lo hiciera Je-
an Bernoulli, que no ha explicitado
esta dificultad) el tiempo de caida a lo
largo de uno de los elementos infini-
tamente pequefios de la curva y ad-
mitird que es entonces la longitud de
la curva entera, lo que no es necesa-
riamente el caso.

Sea ACB la curva buscada, a lo
largo de la cual un movil pesado,
abandonado en A, llega a B en un
tiempo més corto que sobre cual-
quier otra curva. Jacques Bernoulli
considera sobre esta curva dos pun-
tos Cy D infinitamente préximos.
Traza entonces la recta horizontal AH,
que pasa por A, la perpendicular CH a
AH vy la recta horizontal DF que pasa
por el punto D. Sea también E el pun-
to medio de CF y tal que EFDI sea un
paralelogramo (Fig. 3).

Jacques Bernoulli se propone de-
terminar sobre El un punto G tal que
el tiempo de caida a lo largo de CG, al
que llama tCG + tGD, sea minimo,
siendo el mévil abandonado en A.

Para poder utilizar la condicién
del minimo, considera sobre El otro
punto, L, tal que GL sea infinitamente
pequefio en relacién a EG (es decir,
un infinitamente pequefio de segundo
orden, puesto que EG es ya infinita-
mente pequefio).

La astucia de la demostracion de
Jacques reside en la introduccién de
esta diferencia de segundo orden. En
efecto, si HC =y, el diferencial dy se-
r4 igual a CE. Sobre la recta de ecua-
cion y+dy/2 = Cte., considera dos va-

lores de x situados cada uno sobre
una curva diferente, una sobre CMGD
y otra sobre CLND, infinitamente pro-
xima a la primera. Esta diferencial se-
gunda “de curva a curva” (como diria
Leibnitz), le permite comparar las
curvas y seleccionar la que cumple la
condicion minima.

Se trazan los arcos CL y DL mate-
rializando el elemento de la curva de
comparacion introducida mas arriba.
Como el tiempo de caida a lo largo de
CG+GD se supone minimo, se tiene:

tCL+ tLD =tCG + tGD
por tanto
{CG - tCL = tLD - tGD 1)

Jacques compara a continuacion
el tiempo de caida a lo largo de los
elementos de la curva con el tiempo
de caida vertical. Segun la naturaleza
de la caida de los cuerpos pesados,
los espacios recorridos son como los
tiempos:

LE _ JCE CE _ iCE

o 6 T ch oL

Y por un simple calculo de pro-
porciones:

CE _ E
Cir — €L noie — L

La siguiente etapa consiste en tra-
zar dos arcos circulares LM y GN de
centros Cy D respectivamente. En
primera aproximacién CL= CM. Por
consideraciones de Geometria infini-
tesimal, Jacques evalla las relacio-
nes

CE EF

GL * GL
en las cuales interviene el infinita-
mente pequefio de segundo orden
GL. Ambas relaciones son iguales, lo
que daré la ecuacién diferencial de la
curva buscada. De momento se cons-
tata la semejanza del triangulo MGL,

Fig. 3. Jacques ha dicho

Jacques Bernoulli, el hermano de Jean, le propuso también una solucién,
ACB representa la curva seguida por un peso abandonado en A. Cy D son
dos puntos muy préximos situados en dicha curva. Se busca G tal que
tCG+tGD sea minimo. Para conseguir esto, introduce la idea de una
diferencia de 2° orden, lo que le permite comparar ambas curvas y
seleccionar la que cumple la condicion de minimo.
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El ilustre desconocido.
Entre las cinco
soluciones enviadas, y
que publica Leibnitz en
mayo de 1697, se
encuentra una que es
anodnima. Se trata de la
solucién de Isaac
Newton

infinitamente pequefio de segundo
orden en el tridngulo CEG de primer
orden. Se tiene:

L o G
GL  CG

Introduciendo

135

EG
- GL =2
MG oG

en (2) se tiene:

CE _ Eilr. iCE
il CerieioG — el L)

Jacques Bernoulli efectia las
mismas operaciones con los dos ar-
cos de curvas CG y LD para encon-
trar:

EF _ _ GieEF
Gl GO =G0
Como

CE _EF
GL LG

se pueden igualar (4) y (5) e, introdu-
ciendo la Condicién de minimo (1),
se puede escribir:

FGCE _ CGIRCG-iCL) _ €6 o
GILiEF  GDULD —mGD)  GD

Basta con evaluar la relacion de
tiempos tCE/tEF para encontrar la
ecuacion diferencial buscada. Ber-
noulli utiliza la ley de Galileo:

i . J

e = 6 =

¥

y obteniene para tCE la relacion

CE
V2gHC

y para tEF una expresion analoga. La
ecuacion (6) se puede escribir;

_EG
EG.«CE _ VHC
GI.tEF _GI
VHE

Y finalmente

EG
VHC _ CG @)
GI ~Gp

VHE

Es en este momento cuando Jac-
ques introduce las coordenadas afir-
mando: “Reducido a un problema
puramente geomeétrico, determina la
curva cuyos elementos son directa-
mente proporcionales a las abscisas
e inversamente proporcionales a las
raices cuadradas de las ordenadas”.

Escogiendo la horizontal AH como
eje de las x y la perpendicular HC co-
mo eje de las y, (7) se escribe:

dx
ds=k
Vy

Poniendo k =V2r , se tiene:

dx=dy |/ 2ry-y

ecuacion diferencial de una cicloide
invertida, que tiene el eje de las x co-
mo base y cuyo circulo generador es
de diametro 2r. Jacques Bernoulli lo
demuestra de un modo usual en el si-
glo XVII, construyendo una semi-ci-
cloide invertida y mostrando que sa-
tisface a la condicion (7).

Jacques Bernoulli ha sabido acep-
tar los mdltiples desafios del proble-
ma. Aunque complicado y laborioso,
el método utilizado es de una riqueza
y de una fecundidad extraordinarias,
sobre todo si se tienen en cuenta los
medios relativamente rudimentarios
que el célculo lefbniciano de las dife-
renciales que ponia a su disposicion.
Profundamente innovador, prefigura,
bajo forma geométrica, los métodos
que serén elaborados posteriormente
en el Célculo de Variaciones. Leonard
Euler, en los afios 1730/1740, se ins-
pirara en ellos para establecer en su
obra “Methodus invenniendi lineas
curvas maximi minimive propietate
gaudentes 1744)” la famosa ecuacion
de Euler-Lagrange, fundamental en
el Célculo de Variaciones. 1
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