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1. INTRODUCCIÓN
El diseño de cables suspendidos para 

líneas aéreas de transporte de energía 
eléctrica, requiere conocer su respuesta 
estática ante diferentes condiciones cli-
máticas como: hielo, viento y variaciones 
de temperatura [1-3]. Se parte de los es-
fuerzos máximos que soporta el cable los 
cuales se producen en condiciones con 
temperaturas frías y sobrecargas de viento 
o hielo. Seguidamente, se calcula la mayor 
curvatura del cable, que se da en condi-
ciones diferentes con altas temperaturas 
y sin inclemencias atmosféricas. Tanto el 
perfil como la longitud del perfil del ca-
ble, responden a funciones hiperbólicas. 
El perfil se aproxima mediante una pará-
bola para curvaturas pequeñas [4,5]. La 
longitud del arco de la parábola anterior 
es fundamental para resolver el cambio 
de estado estático del cable (ecuación de 
cambio de condiciones). El presente tra-
bajo propone un método gráfico mediante 
un sistema de barras articuladas, con ma-
sas puntuales situadas en articulaciones 
alternas.

2. MATERIALES Y MÉTODOS

2.1. MODELO DEL CABLE
El método se aplica para obtener el 

equilibrio estático de un cable suspen-
dido en un vano l, cuyo vértice o punto 
más bajo es A y fijado en dos apoyos B 
situados a la misma altura. En éstos se 
aplican las fuerzas exteriores o reacciones 

RB, con componentes horizontal y vertical 
H y V respectivamente según la figura 1. 
El origen de coordenadas se toma en el 
punto más bajo del perfil o vértice, punto 
A, siendo las coordenadas z-x, vertical y 
horizontal respectivamente.

La figura 1 muestra además el equili-
brio estático de un elemento de longitud, 
Δs, entre dos secciones rectas con án-
gulos θ y θ+Δθ respecto a la horizontal. 
Sobre este elemento actúan dos fuerzas: 
variación de tensión en el cable ΔT, sien-
do T la tensión del cable perpendicular a 
la sección recta del mismo, y el peso del 
elemento ΔW, siendo W el peso del cable. 
Las ecuaciones de equilibrio estático para 
un elemento diferencial quedan [4]:

 (1)

Donde m es el peso por unidad de lon-
gitud del cable.

2.2. PERFIL, PENDIENTE Y 
LONGITUD

Integrando, se obtiene el perfil hiper-
bólico según las condiciones de la figura 1 
y con el parámetro ρ constante.

 
(2)

Para la pendiente,
 
(3)

Y para la longitud:

 (4)

El parámetro ρ se nombra como radio 
de curvatura, ya que según ecuación (4) 
relaciona la pendiente de la curva con su 
longitud.

Estas funciones hiperbólicas se apro-
ximan mediante series de Taylor truncadas 
al tercer término que resultan válidas para 
cables con poca curvatura  [5]. La 
aproximación para el perfil del cable:

 (5)

Para la pendiente del perfil:
 (6)

Y para la longitud:

(7)

3. CÁLCULOS
Se busca una justificación gráfica para 

la longitud del cable según la ecuación (7). 
Los autores de este trabajo han definido 
al sumando cúbico de ecuación (7), como 
el desplazamiento horizontal del extremo 
del cable durante su izado, partiendo des-
de el desarrollo horizontal en tensión del 
cable. Éste se obtiene al aplicar separada-
mente las fuerzas exteriores H y V [6]. De 
esta manera la longitud del cable se puede 
escribir según ecuación (8).

 
(8)

Sustituyendo ecuaciones (5) y (6) en 
(8) se puede obtiene:

 (9)
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Admitiendo la hipótesis de ángulos 
pequeños según ecuación (10).

 (10)
Se cumple ya que se admite que:

. Se puede reescribir ecuación (9) 
en:

 
(11)

3.1. MODELO DE BARRAS 
ARTICULADAS. LONGITUD

Como punto de partida se analizan las 
relaciones geométricas para el triángulo 
de la figura 2. Y se calcula la longitud del 
lado s según ecuación (12).

 (12)

Se admite la hipótesis de ángulos pe-
queños según la ecuación (10) también 
para el ángulo  de la figura 2. Y queda:

 (13)

El desplazamiento horizontal u ob-
tenido resolviendo triángulos según la 
ecuación (13), se iguala al desplazamiento 
horizontal según ecuación (11). Y seguida-
mente se despeja el ángulo  que resuelve 
la igualdad.

 (14)

Se dibuja una barra (línea) el ángulo 
anterior desde el punto fijo B, . Corta 
al eje horizontal en tres cuartos del semi-
vano correspondiente , ver la figura 3. 
La misma representa un sistema de barras 
que verifica la geometría del semi-vano 
del cable de coordenadas: , y lleva 
implícita la longitud del mismo a través 
del desplazamiento  según ecuación 
(15) y figura 3. El subíndice B se refiere a 
las magnitudes referentes al apoyo fijo del 
cable, punto B. 

 (15)

La figura 3 representa el semi-vano de-
recho del cable, el semivano izquierdo se 
ha sustituido por un apoyo móvil en el eje 
vertical en el vértice A, ver figura 3. El pun-
to BH representa la posición del extremo 
derecho del cable, desarrollado en horizon-
tal y con la fuerza horizontal H aplicada. 
El segmento  por tanto, representa el 
desplazamiento del extremo derecho del 
cable durante el izado del cable, o durante 
la aplicación de la fuerza vertical V. Tiene 
de componentes horizontal y vertical:  
y  respectivamente, y se considera a  
positivo hacia la izquierda.

3.2. MODELO DE BARRAS 
ARTICULADAS. ESTÁTICA

El principal problema a solventar es que 
la estática no permite barras con masa y 

situadas horizontalmente. Para obtener un 
modelo de barras articuladas y una distri-
bución de masas (pesos) puntuales, am-
bos en coherencia con la geometría de la 
figura 3 anterior, se recurre al método de 
Arquímedes. Consiste en obtener el área de 
un arco de parábola, utilizando triángulos 
inscritos (línea roja en la figura 4), y trián-

gulos circunscritos en la misma (línea ver-
de). Como se conocen las coordenadas de 
la parábola (curva azul), el planteamiento 
consiste en obtener una recta poligonal 
dividiendo las coordenadas horizontales 
por la mitad en cada iteración, la figura 4b 
representa la segunda iteración, y esto se 
hace por exceso y por defecto.

Figura 2: Elemento de longitud resuelto mediante triángulos.

Figura 3: Sistema de barras que resuelve la longitud, ángulo φB.

Figura 4: Parábola (línea azul), triángulos inscritos (línea roja) y triángulos circunscritos (línea verde). 
Adaptado de [7].
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El resultado se obtiene acotando el 
área real, entre el área de los triángulos 
tanto por defecto: línea poligonal roja en 
la figura 4 y que proporciona el área a1, 
como por exceso: línea poligonal verde y 
que aporta el área A1 [7]. A medida que 
aumenta el número de triángulos, el perfil 
parabólico se acerca al perfil poligonal y 
las áreas se acercan. En la figura 4, sólo se 
representan dos iteraciones.

El procedimiento para discretizar el 
cable se representa en la figura 5 y se par-
te de la línea poligonal verde de la figura 
4 anterior. Comienza reduciendo el cable 
a una única masa (peso) puntual N=1 
(W/N), y que se encuentra entre dos ba-
rras articuladas situadas en el centro de 
gravedad del cable, centro del vano (lí-
neas verdes en la figura 5a). El triángulo 
correspondiente a la línea verde de figura 
5a, representa sólo la pendiente del perfil, 
ángulo , y mediante cálculo se pueden 
conseguir el ángulo  así como el res-
to de magnitudes. Son sólo de interés las 
magnitudes representadas gráficamente, 
al resto se le asigna el conjunto vacío por 
no estar dibujadas, ver ecuación (16):

 (16)
A continuación, la carga puntual del 

paso N=1 se divide en dos cargas pun-
tuales N=2, de modo que el centro de 
gravedad del conjunto permanece en la 
misma posición de la masa puntual an-
terior (N=1). La articulación correspon-
diente permanece, y al quedarse sin masa, 
se representa como una circunferencia o 
círculo vacío (sin carga). Las dos masas 
puntuales (N=2) de peso (W/N), pasan al 
centro de las barras articuladas según la 
figura 5b. La línea poligonal verde corres-
pondiente a la figura 5b, incluye la pen-
diente del perfil, ángulo , mediante cál-

culo el ángulo , y la coordenada vertical 
del punto B , ver ecuación (17).

 (17)

Para N=4 se repite el mismo proceso, 
cada masa puntual se divide en dos equi-
valentes y se aplica en dos nuevas articu-
laciones (círculos verdes de la figura 5c). 
Se deja descargada la articulación inicial 
(círculos vacíos o circunferencias de la 
figura 5c). Por tanto, el aspecto más im-
portante a destacar del modelo para N=4, 
es que aparece el ángulo deseado . La 
línea poligonal verde correspondiente a la 
figura 5c, incluye: la pendiente del perfil, 
ángulo , el ángulo  de la cuerda o 
proyección de todas las barras inclinadas 
hasta el punto B, la coordenada vertical 
del punto B , y la magnitud , ver 
ecuación (18).

 (18)

La figura 6 representa el modelo dis-
cretizado para N=4, con el ángulo  que 
resuelve el problema geométrico de la 
longitud, y con una distribución de masas 
puntuales que resuelven el problema de la 
estática. La figura 6 es el modelo de barras 
articuladas buscado. Si se aumenta el nú-
mero de barras y por tanto N, el modelo se 
convierte en un modelo discretizado des-
crito en la bibliografía [4].

3.2. CAMIBO DE CONDICIONES
La figura 7 muestra el estado del ca-

ble para unas condiciones iniciales , y 
para otras condiciones finales diferentes 

, – líneas azul y roja respectivamente. 
Se utiliza el azul ya que se admiten condi-
ciones frías, y rojo para mayor temperatu-
ra o condiciones calientes.

El equilibrio estático en el eje vertical 

del punto B para las condiciones iniciales 
queda:

 (19)

El resto de magnitudes se pueden con-
seguir a través de relaciones geométricas 
presentes en la figura 7.

 (20)

Al darse un cambio de condiciones, 
todas las magnitudes de ecuación (20) 
cambian excepto el vano que es constan-
te, y por tanto, la coordenada horizontal 
del punto . Todas las magnitudes 
de ecuación (21) pueden obtenerse gráfi-
camente como producto de un radio por 
ángulo. La variación del desplazamiento 
horizontal  tiene dos componentes, ya 
que se trata de la variación de un produc-
to. Ambas se pueden obtener gráficamen-
te según la figura 7, ver ecuación (21b).

 (21a)

 (21b)
 (21c)

El modelo discretizado para N=4 re-
presentado en las figuras 6 y 7, y las re-
laciones geométricas del mismo dadas en 
las ecuaciones (20) y (21), describen com-
pletamente el modelo de barras articula-
das buscado.

4. RESULTADOS
Para verificar el modelo discretizado 

propuesto en la figura 6, se aplica para 
resolver el cambio de respuesta estática 
en cables aplicados a líneas aéreas con 
una relación entre flecha y vano menor de 
un octavo  [5]. De este modo se 
permite la aproximación del perfil hiper-
bólico al parabólico.

4.1. PROCEDIMIENTO DE CÁLCULO
Como resultado se obtiene un procedi-

miento de cálculo que consiste en aplicar 
las variaciones de longitud proporciona-
das en ecuación (21), y que pueden ob-
tenerse analizando el modelo de barras 
articuladas propuesto en las figuras 6 y 7. 
El procedimiento consiste en aplicar tres 
pasos (mínimo):

PASO 0: Cable Inextensible.
En un cable inextensible el ángulo  

se mantiene constante según la ecuación 
(21c). Por tanto, si la carga por unidad de 
longitud cambia de m1 a m2, la fuerza ho-
rizontal cambia según ecuación (22).

 
(22)

Figura 5: Algoritmo de discretización basado en triángulos de Arquímedes circunscritos para una (N=1), dos 
(N=2) y cuatro (N=4) masas puntuales.
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PASO 1: Corrección de longitud por la 
ley de Hooke y la temperatura.

Para un cable extensible, se igualan la 
variación geométrica de la longitud según 
ecuación (21c), y la variación de longitud 
debida a la ley de Hooke y a la variación 
de temperatura. Resulta:

 (23)

El nuevo estado estático y la solución 
para el paso 1 son:

 (24)

El criterio de parada se establece se-
gún la ecuación (25), y para e se admite 
un valor del 2%:

 (25)

PASO 2: Segunda corrección por la ley 
de Hooke.

Se aplica otra corrección debida a la 
ley de Hooke similar a la realizada en el 
paso anterior.

(26)

Resulta:
(27)

El procedimiento puede continuar con 

más pasos, si bien para el cálculo manual 
se recomienda utilizar sólo los tres descri-
tos. La razón es que  es práctica-
mente nulo en todos los casos estudiados.

El criterio de parada se establece se-
gún la ecuación (28), y para e se admite 
un valor del 2%:

(28)

4.2. ERRORES APLICADOS A 
LÍNEAS AÉREAS DE BT 

Las características mecánicas de los 
cables: tensión de rotura TR, peso propio 
del cable mc, sección transversal A, diá-
metro del cable dc, módulo de Young E y 
coeficiente de expansión térmica α, se dan 
en la Tabla I.

Siguiendo el REBT [8], se parte de unas 
las condiciones iniciales siguientes: una 
fuerza exterior horizontal máxima H1 ob-
tenida para un coeficiente de seguridad 
mayor que 3, se utiliza 4,5 por ser habitual 
en líneas aéreas de BT, una carga unitaria 
de longitud m1 combinando el peso propio 
del conductor mc con condiciones de vien-
to mv, y una temperatura inicial t1 - todo 
según la ecuación (29) y Tabla I ó II, se-
gún corresponda para cables de aluminio 
o acero:

 (29)

4.2.1. Respuesta estática
El objetivo del problema es obtener la 

fuerza horizontal externa para las condi-
ciones finales H2, ajustadas al REBT [8] y 
definidas en la ecuación (30).

 (30)
H2 se obtiene resolviendo ecuación 

(31) mediante Newton-Raphson para per-
files parabólicos, y con el valor inicial H1. 

 
(31)

La solución de ecuación (29) se resuel-
ve mediante el programa MatLab [9] y se 
denomina . Se utiliza para calcular 
los errores de cada iteración o paso:  
según ecuación (22),  según ecuacio-
nes (23) y (24) y  según ecuaciones 
(25) y (26). Se calculan según ecuación 
(32).

 (32)

Los resultados de aplicar ecuación (32) 
a los cables de la tabla I, se dan en la tabla 
II siguiente.

6. DISCUSIÓN 
Este trabajo proporciona un procedi-

miento iterativo para resolver la ecuación 
de cambio de estado estático en cables 
suspendidos. Las magnitudes principales, 
incluida la longitud del arco de parábo-
la, se obtienen gráficamente y mediante 
relaciones geométricas sencillas, gracias a 
un procedimiento de discretización basa-
do en técnicas de Arquímedes. El método 
propuesto es didáctico, ya que permite 
trabajar la respuesta estática de cables 
utilizando habilidades matemáticas habi-
tuales en educación secundaria.

En todos los casos estudiados, con tres 
iteraciones se consiguen errores inferiores 
al 0,5% de la solución realizada mediante 
Newton-Raphson, según la Tabla II. Ade-
más, desde la primera iteración se consi-
guen errores inferiores al 1%, hecho que 
se considera de gran valor para las prime-
ras etapas del diseño. 

Se ha planteado como un método de 
cálculo de tres pasos: 

1.	 Paso 0: Cable inextensible.
2.	 �Paso 1: Corrección por la ley de 

Hooke y por la variación de tempe-
ratura.

3.	 �Paso 2: Segunda corrección por la 
ley de Hooke.

Las ecuaciones necesarias para de-
sarrollar cada paso se pueden obtener a 
través de un modelo de barras articuladas 
propuesto que corresponde con las figuras 

Figura 6: Modelo discretizado para N=4 (N=2 para el semi-vano), donde aparece el ángulo φB.

Figura 7: Modelo propuesto aplicado a condiciones iniciales y finales.
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6 y 7. Se ha planteado así, para permitir el 
cálculo manual y convertir la ecuación de 
cambio de condiciones en una actividad 
puzzle, con unos datos y resultados con-
cretos. El modelo descrito en las figuras 5 
a 7 que corresponde a N=4 masas puntua-
les por vano, presenta la singularidad de 
llevar implícita la longitud del arco para-
bólico del cable. Si se aumenta el número 
de masas puntuales N, se convierte en un 
modelo discretizado de cable [4].

En cuanto a las limitaciones del mé-
todo, se ha aplicado exclusivamente para 
solucionar problemas en líneas con apo-
yos al mismo nivel y con una curvatura 
pequeña, relación entre flecha y vano de 
un octavo . Se ha aplicado a ca-
bles de baja tensión ya que se trata de ca-
bles con pesos por unidad de longitud (m) 
elevados. El mayor error se ha alcanzado 
en el cable más pesado, concretamente 
en el cable denominado RZ 3x150 Al/80 
Alm, en el vano , que ha llegado 
al 0,55% en la primera iteración, siendo 
el error de la tercera y por tanto final de 
tan sólo 0,16%. Se ha desarrollado para 
este caso material complementario, en el 
cual se desarrolla cada iteración. En este 
mismo caso, el error sube desde 0,1372, 

hasta 0,1644 en valor absoluto en las dos 
últimas iteraciones, se debe a que el cri-
terio de parada del procedimiento no se 
cumple según ecuaciones (25) y (28). El 
criterio de parada se cumple en la terce-
ra iteración y en la misma, el error sube 
respecto a la solución obtenida mediante 
Newton-Raphson y el software matlab.

El modelo propuesto se aplica, ya que 
parte de ideas de Arquímedes aplicadas a 
parábolas, exclusivamente a perfiles para-
bólicos.

7. CONCLUSIONES Y TRABAJO 
FUTURO

En este trabajo, se ha obtenido un mé-
todo para obtener gráficamente la longi-
tud de un arco de parábola, mediante un 
sistema de barras articuladas basado en 
procedimientos de Arquímedes. Por tan-
to, se consigue un método gráfico para el 
cálculo de la ecuación de cambio de con-
diciones estáticas en líneas aéreas. Dicho 
método proporciona además un procedi-
miento iterativo con errores aceptables 
desde la primera iteración, y sólo son 
necesarias tres iteraciones como máximo 
para alcanzar una solución.

Para trabajos futuros, se pueden utili-
zar vanos más largos que no puedan apro-
ximarse mediante perfiles parabólicos, y 
dividirlos en tramos parabólicos a los cua-
les sí se puede aplicar el modelo propues-
to. Es decir, aplicar el sistema de barras 
articuladas propuesto como un elemento 
finito para cables suspendidos con perfiles 
hiperbólicos. 

Otras tareas pendientes incluyen apli-
car el modelo al estudio de vibraciones 
dinámicas del cable, estudiar el fenómeno 
del galloping [10], aplicar el modelo a lí-
neas con múltiples vanos [2,11] y resolver 
otro tipo de problemas, como por ejemplo 
efectos de la temperatura en estructuras 
multi-cable [12], etc. 
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Tabla I: Características de los cables.

l 40 m 50 m 60 m
RZ 3x50 Al/54.6 Alm

e(0) -0,2828 -0,1113 -0,0457
e(1) -0,0058 0,0063 0,0122
e(2)  -0,0285 -0,0001 0,0099

RZ 3x95 Al/54.6 Alm
e(0) -0,1994 -0,1145 -0,0569
e(1) 0,0224 -0,0202 -0,0105
e(2) 0,0085 -0,0241  -0,0119

RZ 3x150 Al/80 Alm
e(0) -0,5512 -0,2433 -0,1219
e(1) -0,1372 -0,0621 -0,0313
e(2) -0,1644 -0,0702 -0,0342

Tabla II: Resultados. Errores para cada paso en %.
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